






















2.4. Appendice 24

2.4 Appendice

2.4.1 Calcolo di autovalori e autovettori

Consideriamo la seguente matrice quadrata:

A2×2 =

�

2 1

3 4

�

l’equazione caratteristica associata ad A è:

Ax = λx

dove rispetto ad x, con qualche passaggio, si ottiene:

(A− Iλ)x = 0

con I matrice identità. Considerando quest’ultima equazione e rispetto alla matrice data
in esempio avremo:

�

2 1

3 4

�

−

�

1 0

0 1

�

· λ =

�

2 1

3 4

�

−

�

λ 0

0 λ

�

=

�

2− λ 1

3 4− λ

�

Per ottenere il polinomio caratteristico associato alla matrice in oggetto occorre calcolare
il determinante ed eguagliarlo a zero. In breve, il determinante di una matrice quadrata
det(.) è una funzione che ad ogni matrice associa uno scalare e sintetizza alcune delle
più importanti informazioni su una matrice; in termini geometrici esso ci informa sulla
trasformazione che un oggetto ha subito in particolare nella conservazione dell’area e
dell’orientamento nello spazio. Esso è utilzzato, con diverse interpretazioni, in svariate
applicazioni di algebra lineare, ad esempio nella soluzione di sistemi lineari mediante il
calcolo del rango e permette di capire se un sistema lineare ha soluzioni o meno. Nel
caso di matrici quadrate 2×2 ed in particolare per la matrice in esempio, il determinante
è il seguente:

det(A) =

�

�

�

�

�

2 1

3 4

�

�

�

�

�

= (2 · 4)− (3 · 1) = 5

ossia la differenza tra il prodotto degli elementi sulla diagonale principale e secondaria.
Tale calcolo si estende anche a matrici di ordine superiore con qualche variante che qui
comunque non riporteremo. Rispetto al nostro obiettivo possiamo scrivere:

det(A−Iλ) =

�

�

�

�

�

2− λ 1

3 4− λ

�

�

�

�

�

= [(2−λ)·(4−λ)]−(3·1) = 8−2λ−4λ+λ2
−3 = λ2

−6λ+5

il risultato del determinante è il polinomio caratteristico della matrice (A− Iλ):

ρ(λ) = λ2
− 6λ+ 5
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Le soluzioni dell’equazione di secondo grado ρ(λ) sono le seguenti:

λ1 = 1 e λ2 = 5

che sono gli autovalori della matrice A. Per calcolare gli autovettori associati ai due
autovalori trovati, possiamo procedere sostituendo λ1 e λ2 nell’equazione (A−Iλ)x = 0,
come segue:

considerando λ1 = 1

��

2 1

3 4

�

−

�

1 0

0 1

��

·

�

x1

x2

�

=

�

0

0

�

dove la matrice che viene sottratta ad A è la matrice risultante dal prodotto λI; con
qualche passaggio otteniamo il seguente sistema:







x1 + x2 = 0

3x1 + 3x2 = 0

dove chiaramente le soluzioni sono (1,−1). Il primo autovettore a associato all’autovalore
λ1 = 1 è un multiplo non nullo di

a =

�

1

−1

�

considerando λ2 = 5

��

2 1

3 4

�

−

�

5 0

0 5

��

·

�

x1

x2

�

=

�

0

0

�

dove operando come prima otteniamo:







−3x1 + x2 = 0

3x1 − x2 = 0

le soluzioni sono chiaramente (1,3). Il secondo autovettore b associato a λ2 = 5 è un
multiplo non nullo di:

b =

�

1

3

�






















































